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Wst¦p

Algorytmy ewolucyjne stanowi¡ efektywn¡ i potwierdzon¡ w praktyce
klas¦ metod poszukiwania rozwi¡za« w sposób adaptacyjny. Wyst¦puj¡ca tu
terminologia powstaªa wskutek inspiracji genetyk¡ i ewolucj¡. Podej±cie do
problemów zostaªo bowiem zaczerpni¦te z biologii.

Swoj¡ prac¦ magistersk¡ rozpoczn¦ od wprowadzenia podstawowych po-
j¦¢ dotycz¡cych problemów optymalizacji i coraz cz¦±ciej stosowanych do ich
rozwi¡zywania algorytmów ewolucyjnych. W rozdziale 1.2. przedstawi¦ me-
tod¦ analizy algorytmów ewolucyjnych.

W rozdziale 2. przybli»¦ poj¦cie zªo»ono±ci obliczeniowej, okre±laj¡ce czas
dziaªania algorytmów oraz przedstawi¦ równie» twierdzenia, które mówi¡
o ogólnych wnioskach teoretycznych dotycz¡cych algorytmów ewolucyjnych.
Nast¦pnie skupi¦ si¦ na konkretnym przykªadzie, potwierdzaj¡cym w prak-
tyce przedstawion¡ teori¦. Poka»¦ program stosuj¡cy algorytm ewolucyjny i
przetestuj¦ jego dziaªanie na tym przykªadzie kolejno w wymiarach 1,2,3.
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Rozdziaª 1

Podstawowe de�nicje

1.1 Struktura algorytmu ewolucyjnego
W technice, ekonomii i innych dziedzinach pojawia si¦ konieczno±¢ po-

szukiwania coraz lepszych rozwi¡za« ró»nych problemów � konieczno±¢ ich
optymalizacji. Optymalizacja, ±ci±le rozumiana, dotyczy poszukiwania naj-
lepszego rozwi¡zania. Na ogóª chodzi o znalezienie rozwi¡zania lepszego ni»
znane dotychczas. Jedn¡ z metod osi¡gania polepszenia tego rozwi¡zania do-
starcza algorytm ewolucyjny. Przetwarza on populacj¦ osobników, z któ-
rych ka»dy jest propozycj¡ rozwi¡zania postawionego problemu. Dziaªa on w
±rodowisku, które mo»na zde�niowa¢ na podstawie rozwi¡zywanego pro-
blemu. W ±rodowisku tym ka»demu osobnikowi z populacji jest przyporz¡d-
kowana warto±¢ liczbowa, okre±laj¡ca jako±¢ reprezentowanego przez niego
rozwi¡zania; warto±¢ ta jest nazywana przystosowaniem osobnika.

Wprowadz¦ nast¦puj¡ce oznaczenia:
Niech V = (D, | · |) b¦dzie metryczn¡ przestrzeni¡ poszukiwa«, gdzie

D ⊂ Rn jest zbiorem warto±ci, a | · | dowoln¡ metryk¡.
Przez Dr ⊆ D oznacz¦ r-elementowy zbiór punktów w dziedzinie rozwi¡-

za« dopuszczalnych tworz¡cy siatk¦, któr¡ b¦dzie przeszukiwa¢ algorytm. Bez
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straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e Dr jest kostk¡ (n-tym iloczynem karte-
zja«skim zbioru dyskretnego). Elementy tego zbioru to fenotypy osobników.

Jedn¡ z podstawowych cech algorytmów ewolucyjnych jest specjalny spo-
sób reprezentowania dopuszczalnych rozwi¡za« problemu, zwanych tutaj osob-
nikami. Reprezentacj¦ t¦ uzyskujemy poprzez odpowiednie kodowanie punk-
tów ze zbioru Dr. Zasadniczym celem kodowania jest zmiana zmiennych
umo»liwiaj¡ca przeprowadzenie na kodach punktów specjalnych operacji lo-
sowych, zwanych operacjami genetycznymi.

Niech Ω oznacza uniwersum genetyczne stanowi¡ce zbiór kodów, zwanych
genotypami osobników próby losowej. Zakªadamy zgodno±¢ mocy zbiorów Ω

i Dr. W rozwa»aniach moich uniwersum genetyczne stanowiªo b¦dzie zbiór
wszystkich ci¡gów binarnych o ustalonej, sko«czonej dªugo±ci n ∈ N.

Ωn = {0, 1}n.

Mamy zatem
]Ωn = r = 2n < ∞.

De�nicja 1.1 (Kodowanie).
Kodowaniem nazywa¢ b¦d¦ wzajemnie jednoznaczn¡ funkcj¦

code : Ωn → Dr.

Poniewa» podstawowe operacje zmierzaj¡ce do znalezienia przybli»enia
rozwi¡zania wykonywane s¡ na kodach osobników, czyli elementach zbioru
Ωn, konieczne jest zatem przeniesienie funkcji celu do tej dziedziny.

De�nicja 1.2 (Funkcja przystosowania).
Okre±lam ograniczon¡ funkcj¦ przystosowania fn jako odwzorowanie

fn : Ωn → [0,M ] , M < ∞, ∀x ∈ Ωn.

oznaczaj¡ce jako±¢ rozwa»anego osobnika, zakodowanego jako x.
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Problem optymalizacji, który b¦d¦ rozwa»a¢ w dalszej cz¦±ci pracy, sfor-
muªuj¦ w sposób nast¦puj¡cy:

De�nicja 1.3 (Problem optymalizacji).
Szukany jest x∗ ∈ Ωn taki, »e

x∗ = arg max
x∈Ωn

fn(x).

Rozwi¡zaniem problemu wyj±ciowego jest oczywi±cie

y∗ = code(x∗).

Oznacz¦ przez fn
max = fn(x∗).

De�nicja 1.4 (Algorytm ewolucyjny).
Algorytm ewolucyjny rozwi¡zuj¡cy problem optymalizacyjny mo»na opisa¢
w nast¦puj¡cy sposób:

1. Inicjalizacja:
Niech k := 0. Nast¦puje generowanie losowo lub w sposób heurystyczny

populacji pocz¡tkowej N osobników, oznaczanej przez ξn
0 = {x1, . . . , xN},

gdzie N > 0 jest liczb¡ naturaln¡. Dla ka»dej populacji ξn
k de�niuj¦

fξn
k

= max{fn(xi) : xi ∈ ξn
k }.

2. Generowanie:
Generowanie nowej pomocniczej populacji poprzez wykorzystanie opera-

torów krzy»owania (cross), mutowania (mut), klonowania (czy te» ka»dego
innego z operatorów generuj¡cych potomka) i oznaczenie jej przez ξn

k+1/2.
3. Selekcja (sel):
Wybór i reprodukcja N osobników z sumy populacji ξn

k+1/2 oraz ξn
k i uzy-

skanie nowej pomocniczej pupulacji ξn
k+S.

4. Warunek stopu:
Je±li dla pewnego ustalonego ε zajdzie |f(ξn

k+S)−fmax| ≤ ε lub k osi¡gnie
odpowiednio du»¡ warto±¢ ustalonego wcze±niej K, lub te» warto±ci fξn

k
nie
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b¦d¡ si¦ zmienia¢ w kolejnych iteracjach to zatrzymaj algorytm. W przeciw-
nym razie przyjmij ξn

k+1 = ξn
k+S oraz k := k + 1 i przejd¹ do 2.

Algorytmy ewolucyjne stanowi¡ szczególny przypadek stochastycznych
algorytmów optymalizacji tworz¡cych i oceniaj¡cych w ka»dym kroku zbiór
punktów z dziedziny rozwi¡za« dopuszczalnych, zwany prób¡ losow¡ lub po-
pulacj¡.

1.2 Analiza po±lizgu
Niech x∗ ∈ Ωn oznacza optymalne rozwi¡zanie, czyli osobnika o najwy»-

szej funkcji przystosowania. Wprowadzam funkcj¦ dn : Ωn × Ωn −→ R+

pomi¦dzy dowolnym osobnikiem x oraz x∗ tak¡, »e

dn(x, x∗) = 0 ⇔ x = x∗.

Jedynym warunkiem jaki narzucamy na t¦ funkcj¦ jest jej nieujemno±¢.
Wa»ne jest, aby ª¡czyªa si¦ ona z warto±ci¡ funkcji przystosowania osobnika,
okre±laj¡c¡ jako±¢ rozwa»anego osobnika, od której zale»y równie» szybko±¢
zbie»no±ci algorytmu do rozwi¡zania. Przykªadowym wyborem mo»e by¢ jej
posta¢

dn(x, x∗) = |fn(x)− fn(x∗)|.

Je±li istnieje wi¦cej ni» jeden punkt optymalny, stosuj¦ oznaczenie Ω∗
n na

zbiór takich punktów i przyjmuj¦:

dn(x, Ω∗
n) = min{dn(x, x∗) : x∗ ∈ Ω∗

n}.

Zakªadaj¡c, »e znane jest optymalne rozwi¡zanie, u»ywa¢ dalej b¦d¦ ozna-
czenia dn jako funkcji pierwszej zmiennej dn. Jest dn(x∗) = 0 oraz dn(x) > 0

dla x 6∈ Ω∗
n. Rozwa»aj¡c populacj¦ X = {x1, . . . , xN} ⊂ ΩN

n przyjmujemy

dn(X) = min{dn(x) : x ∈ X}.
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U»ywam tego oznaczenia do mierzenia odlegªo±ci danej populacji od rozwi¡-
zania optymalnego.

Ci¡g {dn(ξn
k ) : k = 0, 1, 2, ...} wygenerowany przez algorytm ewolucyjny

jest ci¡giem zmiennych losowych.

De�nicja 1.5 (Po±lizg).
Po±lizgiem w czasie k nazywam zmienn¡ losow¡

∆(dn(ξn
k )) = dn(ξn

k+1)− dn(ξn
k ).

De�nicja 1.6 (Moment zatrzymania).
Momentem zatrzymania algorytmu ewolucyjnego nazywam zmienn¡ losow¡

τn = min{k : dn(ξn
k ) = 0}.

Niech
Σn

k = {ξn
k ⊂ ΩN

n : dn(ξn
k ) > 0}.

Σn =
∞⋃

k=0

Σn
k .

De�nicja 1.7 (Problem rozmiaru n).
Niech b¦dzie dana przestrze« probabilistyczna (Ωn, Σn, Pn), gdzie Ωn = {0, 1}n,
Σn zde�niowana b¦dzie jak powy»ej, a rozkªad prawdopodobie«stwa Pn okre-
±la¢ b¦d¡ operatory genetyczne zde�niowane dla konkretnego problemu w
dalszej cz¦±ci pracy. Mog¦ wówczas mówi¢ o problemie rozmiaru n jako za-
daniu znalezienia x∗ ∈ Ωn metod¡ algorytmu ewolucyjnego.

W pracy tej przedstawi¦ teori¦ i warunki narzucone na po±lizg, dla których
uzyskam wnioski dotycz¡ce czasów dziaªania algorytmów ewolucyjnych. Na-
st¦pnie, u»ywaj¡c biblioteki do algorytmów genetycznych zapisanej w j¦zyku
programowania Java, zwery�kuj¦ ich zªo»ono±¢ na konkretnych przykªadach.
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Rozdziaª 2

Analiza zªo»ono±ci obliczeniowej

2.1 Wprowadzenie i podstawowe oznaczenia
Analiza algorytmu to sposób okre±lenia zasobów, które potrzebne s¡ w

celu znalezienia rozwi¡zania przy pomocy algorytmu algorytmu. Zasobami
s¡: ilo±c czasu i miejsca w pami¦ci, szeroko±ci pasma lub liczby ukªadów
logicznych.

W analizie algorytmu czas dziaªania algorytmu speªnia wa»n¡ rol¦, ponie-
wa» niektóre proste problemy mog¡ powodowa¢ niezwykle dªugie obliczenia.
Miar¡ zªo»ono±ci czasowej jest liczba operacji podstawowych w zale»no±ci
od rozmiaru wej±cia. Pomiar rzeczywistego czasu zegarowego jest maªo u»y-
teczny ze wzgl¦du na siln¡ zale»no±¢ od implementacji algorytmu, u»ytego
kompilatora, maszyny na której algorytm wykonano, a tak»e umiej¦tno±ci
programisty. Dlatego w charakterze czasu wykonania rozpatruje si¦ zwykle
liczb¦ operacji podstawowych (dominuj¡cych). Mówi si¦ wówczas o zªo»o-
no±ci obliczeniowej.

W owej analizie rozwa»a si¦ przypadek najdªu»szego czasu dziaªania algo-
rytmu potrzebnego na znalezienie rozwi¡zania dla danych wej±ciowych okre-
±lonego rozmiaru oraz przypadek ±redniego czasu oczekiwania na zako«czenie
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dziaªania danego algorytmu przy zaªo»eniu, i» wszystkie dane wej±ciowe okre-
±lonego rozmiaru s¡ jednakowo prawdopodobne.

Rozwa»am problem rozmiaru n. Wprowadzam wi¦c pomocnicze notacje:
Niech

g : N → [0,∞].

De�nicja 2.1 (Notacja O (ograniczenie górne)).
Niech

O(g) := {f : N → [0,∞] : ∃c > 0, ∃n0 > 0 : 0 ≤ f(n) ≤ c · g(n),∀n ≥ n0}

De�nicja 2.2 (Notacja Ω (ograniczenie dolne)).
Niech

Ω(g) = {f : N → [0,∞] : ∃c > 0,∃n0 > 0 : 0 ≤ c · g(n) ≤ f(n),∀n ≥ n0}

Zwyczajowo przyj¦ªo si¦ pisa¢, »e f = O(g), gdy f ∈ O(g) oraz f = Ω(g),
gdy f ∈ Ω(g).

2.2 Twierdzenie o wielomianowej zªo»ono±ci ob-
liczeniowej

Twierdzenie 2.3.
Niech dany b¦dzie problem rozmiaru n.

(i) Je±li istnieje wielomian h0 taki, »e h0(n) > 0 oraz dla ka»dej populacji,
której warto±ci¡ jest zmienna ξn

k zachodzi dn(ξn
k ) ≤ h0(n)

(ii) Je±li dla ka»dego k(τn ≥ k ≥ 0) populacja, której warto±¢ ξn
k speªnia

P (dn(ξn
k ) > 0) > 0 oraz istnieje wielomian h1 (h1(n) > 0) taki, »e

E[dn(ξn
k )− dn(ξn

k+1)|dn(ξn
k )] ≥ 1/h1(n) > 0.

Wtedy, startuj¡c z dowolnego ξn
0 , na zbiorze {dn(ξn

0 ) > 0}, dostajemy
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E[τn|dn(ξn
0 )] ≤ h(n)

dla pewnego wielomianu h.

Dowód. Z warunku (ii) otrzymujemy, »e

E[dn(ξn
k )|dn(ξn

k )]− E[dn(ξn
k+1)|dn(ξn

k )] > 0.

Poniewa»
E[dn(ξn

k )|dn(ξn
k )] = dn(ξn

k ),

wi¦c

dn(ξn
k ) ≥ E[dn(ξn

k+1)|dn(ξn
k )].

Dla ustalonego n z warunku (i) dostaj¦

0 ≤ dn(ξn
k ) ≤ h0(n) ≤ ∞,

o ile k < τn.
Poniewa» dn(ξn

τ ) = 0, to

E[dn(ξn
τ )|dn(ξn

0 )] = 0.

O ile dn(ξn
k−1) > 0, z warunku (ii) dla k − 1 < τ mam

E[dn(ξn
k−1)− dn(ξn

k )|dn(ξn
k−1)] ≥ 1/h1(n).

E[dn(ξn
k−1)|dn(ξn

k−1)]− E[dn(ξn
k )|dn(ξn

k−1)] ≥ 1/h1(n).

−E[dn(ξn
k )|dn(ξn

k−1)] ≥ −E[dn(ξn
k−1)|dn(ξn

k−1)] + 1/h1(n).

E[dn(ξn
k )|dn(ξn

k−1)] ≤ dn(ξn
k−1)− 1/h1(n).

E[dn(ξn
k−1) + ∆(dn(ξn

k−1))|dn(ξn
k−1)] ≤ dn(ξn

k−1)− 1/h1(n).

Dla ka»dego k ∈ N mam

E[dn(ξn
k )|dn(ξn

0 )] = E[E[dn(ξn
k−1) + ∆(dn(ξn

k−1))|dn(ξn
k−1)]|dn(ξn

0 )].

St¡d i z powy»szego
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E[dn(ξn
k )|dn(ξn

0 )] ≤ E[dn(ξn
k−1)− 1/h1(n)|dn(ξn

0 )].

Przez indukcj¦

E[dn(ξn
k )|dn(ξn

0 )] ≤ E[dn(ξn
0 )− k/h1(n)|dn(ξn

0 )].

Poniewa» dn(ξn
τn

) = 0, zatem

E[dn(ξn
τn

)|dn(ξn
0 )] = 0.

Podstawiaj¡c wobec tego k = τn dostaj¦

0=E[dn(ξn
τn

)|dn(ξn
0 )] ≤ E[dn(ξn

0 )− τn/h1(n)|dn(ξn
0 )] ≤

≤ E[dn(ξn
0 )]− 1/h1(n) · E[τn|dn(ξn

0 )].

St¡d

E[τn|dn(ξn
0 )] ≤ h1(n) · E[dn(ξn

0 )] ≤ h0(n) · h1(n) =: h(n).

Dygresja:
warunek (i) mówi, »e odlegªo±¢ dowolnej populacji od rozwi¡zania opty-

malnego jest ograniczona przez funkcj¦ wielomianow¡ z rozmiaru problemu.
warunek (ii) stanowi, »e po±lizg ci¡gu zmiennych losowych {dn(ξn

k ) : k =

0, 1, 2, ...} w stron¦ rozwi¡zania optymalnego jest zawsze dodatni i ograni-
czony przez odwrotno±¢ wielomianu rozmiaru problemu.

2.3 Przykªad poszukuj¡cy optymalnej bryªy
Niech dany b¦dzie wielo±cian, wyznaczony jednoznacznie przez wektory

odlegªo±ci swoich wierzchoªków od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych. Rozwa»am
nast¦puj¡cy problem. Szukam bryªy, w której dla ustalonych kierunków Z

wektorów tych odlegªo±ci bryªa ma najwi¦ksz¡ obj¦to±¢. Ograniczam si¦ do
wektorów o dªugo±ci równej maksymalnie M .
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Przyjmuj¦, »e dªugo±ci wektorów mierzone s¡ liczbami caªkowitymi za-
pisanymi w reprezentacji binarnej przy pomocy n bitów. Niech wobec tego
M = 2n.

Przyjm¦ na pocz¡tku, »e Z = 1. W danej postaci problem de facto redu-
kuje si¦ do znalezienia jednego najdªu»szego wektora. Oczywi±cie rozwi¡za-
niem optymalnym jest

x∗ = (1, ..., 1) zªo»ony z n jedynek.

Aby rozwi¡za¢ ten problem zastosuj¦ algorytm ewolucyjny okre±lony w
Def.1.4. Krzy»owanie, mutacj¦ oraz selekcj¦ zde�niuj¦ tak jak poni»ej.

Stosuj¦ krzy»owanie jednopunktowe, tzn. maj¡c dwóch osobników
x = (s

(x)
1 ..s

(x)
n ) i y = (s

(y)
1 ..s

(y)
n ) z populacji ξn

k wybieram punkt krzy»owania
m ∈ {1, ..., n − 1} w sposób losowy i wymieniam wszystkie bity po m-tym
bicie pomi¦dzy dwoma osobnikami, formuªuj¡c dwóch nowych osobników x

′

i y
′ :

x
′
= (s

(x)
1 ..s

(x)
m−1s

(y)
m s

(y)
m+1...s

(y)
n ),

y
′
= (s

(y)
1 ..s

(y)
m−1s

(x)
m s

(x)
m+1...s

(x)
n ).

Nowo powstaª¡ populacj¦ oznaczam przez ξn
k+C .

Stosuj¦ operator mutacji zmieniaj¡cy jeden wybrany bit, tzn. maj¡c
osobnika x = (s1, ..., sn) z populacji ξn

k+C wybieram pojedynczy bit si w spo-
sób losowy i zamieniam go na przeciwny. Nowo powstaª¡ populacj¦ oznaczam
przez ξn

k+M .
Stosuj¦ wreszcie selekcj¦ elitarn¡, tzn. wybieram N osobników z po-

pulacji ξn
k oraz ξn

k+M w sposób nast¦puj¡cy: najlepszy osobnik z najwi¦k-
sz¡ funkcj¡ przystosowania kopiowany jest z prawdopodobie«stwem przynaj-
mniej (1− e−n) do nowej populacji ξn

k+S a pozostaªe osobniki tra�aj¡ do niej
zgodnie z rozkªadem warto±ci ich funkcji przystosowania.
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2.4 Analiza zªo»ono±ci obliczeniowej przykªadu
Twierdzenie 2.4.

Dla przedstawionego powy»ej problemu rozmiaru n i okre±lonego dla niego
algorytmu ewolucyjnego zachodzi

E[τn|ξn
0 = X] ≤ O(n2),

gdzie X jest dowoln¡ populacj¡ tak¡, »e dn(X) > 0.

Dowód. De�niuj¦ funkcj¦ odlegªo±ci dn(x) =
∑n

i=1 |si− 1|. Zgodnie z Tw.2.3

wystarczy sprawdzi¢, czy ci¡g zmiennych losowych {dn(ξn
k ) : k = 0, 1, 2, ...}

speªnia warunki (i) oraz (ii).
Z powy»szej de�nicji wynika, »e dla ka»dej populacji X

dn(X) ≤ n.

Wobec tego ci¡g zmiennych losowych {dn(ξn
k ) : k = 0, 1, 2, ...} speªnia

warunek (i).
Niech I{A} oznacza zdarzenie, speªniaj¡ce warunek A. Dla ka»dego k ≥ 0

oraz populacji ξn
k z dn(ξn

k ) > 0 badam teraz wpªyw krzy»owania na po±lizg.
Mo»e zaj±¢ jeden z trzech przypadków: (1)przypadek I{dn(ξn

k+C) < dn(ξn
k )},

(2)przypadek I{dn(ξk+C) = dn(ξk)}, (3)przypadek I{dn(ξn
k+C) > dn(ξn

k )}.
Poka»¦ najpierw, »e przypadek I{dn(ξn

k+C) > dn(ξn
k )} nie mo»e zaj±¢.

Innymi sªowy, krzy»owanie nie produkuje gorszej populacji. Zaªó»my, »e x1

i x2 s¡ dwoma osobnikami w populacji ξn
k oraz y1 i y2 s¡ ich potomkami.

Poniewa» krzy»owanie nie zmienia ilo±ci bitów równych 1 w x1 i x2, dostaj¦

dn(y1) + dn(y2) = dn(x1) + dn(x2),

co daje

dn(y1)− dn(x1) = −(dn(y2)− dn(x2)).
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Oznacza to, »e ze wzrostem po±lizgu osobników zwi¡zany jest spadek po±li-
zgu innych osobników. Dlatego te» krzy»owanie nie spowoduje pogorszenia
populacji ξn

k+C . Zdarzenie I{dn(ξn
k+C) > dn(ξn

k )} nie mo»e wi¦c zaj±¢.
Zaªó»my, »e zaszªo I{dn(ξn

k+C) = dn(ξn
k )}. Wtedy jeden z nast¦puj¡cych

przypadków miaª miejsce: (a) przypadek I{dn(ξn
k+M) < dn(ξn

k+C)}, (b) przy-
padek I{dn(ξn

k+M) > dn(ξn
k+C)}, (c) przypadek I{dn(ξn

k+M) > dn(ξn
k+C)}.

Zdarzenie I{(d(ξn
k+M) = d(ξn

k+C)} nie mo»e zaj±¢, gdy» mutacja wyst¦puje
zawsze zmieniaj¡c jeden bit na przeciwny. Prawdopodobie«stwo zdarzenia
I{(dn(ξn

k+M) < dn(ξn
k+C)} nie jest mniejsze od 1/n (je±li dn(ξn

k+C) > 0), wi¦c
prawdopodobie«stwo zdarzenia I{(dn(ξn

k+M) > d(ξn
k+C)} nie jest wi¦ksze od

(n − 1)/n. Je±li dn(ξn
k+C) = 0, to populacja ξn

k+C ma jednego osobnika z
najwy»sz¡ funkcj¡ przystosowania.

Zaªó»my, »e zaszªo zdarzenie I{dn(ξn
k+C) < dn(ξn

k )}. Nast¦pnie jedno z
trzech zdarze« mogªo mie¢ miejsce: (a')przypadek I{dn(ξn

k+M) < dn(ξn
k+C)},

(b')przypadek I{dn(ξn
k+M) = dn(ξn

k+C)}, (c')przypadek I{dn(ξn
k+M) > dn(ξn

k+C)}.
Prawdopodobie«stwa tych trzech zdarze« s¡ podobne do tych analizowanych
w przypadku I{dn(ξn

k+C) = dn(ξn
k )}.

Zajmijmy si¦ teraz rol¡ selekcji. Osobnicy z najlepsz¡ funkcj¡ przysto-
sowania pojawi¡ si¦ w nast¦pnej populacji ξk+S z prawdopodobie«stwem
1− e−n, wi¦c prawdopodobie«stwo P (dn(ξn

k+S) < dn(ξn
k )|dn(ξn

k+M)

< dn(ξn
k )) nie jest mniejsze od 1− e−n, a prawdopodobie«stwo P (dn(ξn

k+S) >

dn(ξn
k )|dn(ξn

k+M) < dn(ξn
k )) nie jest wi¦ksze od e−n. Wtedy prawdopodobie«-

stwo P (dn(ξn
k+S) > d(ξn

k )|dn(ξn
k+M) > d(ξn

k )) nie jest wi¦ksze od e−n, a zda-
rzenie I{dn(ξn

k+S) < d(ξn
k )|dn(ξn

k+M) > d(ξn
k )} nie mo»e zaj±¢.

Dla czytelno±ci zapisu wprowadz¦ nast¦puj¡ce oznaczenia:

Dn
k := dn(ξn

k ),

Dn
M := dn(ξn

k+M),

Dn
S := dn(ξn

k+S),
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Dn
C := dn(ξn

k+C).

Maj¡c na uwadze wszystkie powy»ej rozwa»ane przypadki, otrzymuj¦:

E[Dn
k+1 −Dn

k |Dn
k ] =

= E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C < Dk, D

n
M < Dn

C , Dn
S < Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C < Dk, D

n
M < Dn

C , Dn
S > Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C < Dk, D

n
M > Dn

C , Dn
S < Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C < Dk, D

n
M > Dn

C , Dn
S > Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C = Dk, D

n
M < Dn

C , Dn
S < Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C = Dk, D

n
M < Dn

C , Dn
S > Dn

k}|Dn
k ]+

+E[(Dn
k+1 −Dn

k )I{Dn
C = Dk, D

n
M > Dn

C , Dn
S > Dn

k}|Dn
k ].

Zauwa»ywszy, »e |Dn
k+1 −Dn

k | ≤ n− 1 otrzymuj¦:

E[Dn
k+1 −Dn

k |Dn
k ] ≤

≤ (−1)P (Dn
C < Dn

k , Dn
M < Dn

C |Dn
k )(1− e−n)+

+(n− 1)P (Dn
C < Dn

k , Dn
M < Dn

C |Dn
k )e−n+

+(−1)P (Dn
C < Dn

k , Dk > Dn
M > Dn

C |Dn
k )(1− e−n)+

+(n− 1)P (Dn
C < Dn

k , Dn
M > Dn

C)|Dn
k )e−n+

+(−1)P (Dn
C = Dn

k , Dn
M < Dn

C)|Dn
k )(1− e−n)+

+(n− 1)P (Dn
C = Dn

k , Dn
M < Dn

C)|Dn
k )e−n+

+(n− 1)P (Dn
C = Dn

k , Dn
M > Dn

C)|Dn
k )e−n.

Poniewa»

P (Dn
C < Dn

k , Dn
k > Dn

M > Dn
C |Dn

k )(1− e−n) < 0

oraz

P (Dn
C < Dn

k |Dn
k ) + P (Dn

C = Dn
k |Dn

k ) = 1,
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to dostaj¦

E[Dn
k+1 −Dn

k |Dn
k ] ≤ (−1)P (Dn

C < Dn
k )|Dn

k )1/n(1− e−n)+

+(n− 1)P (Dn
C < Dn

k |Dn
k )(n− 1)/ne−n+

+(n− 1)P (Dn
C < Dn

k |Dn
k )(n− 1)/ne−n+

+(−1)P (Dn
C = Dn

k |Dn
k )1/n(1− e−n)+

+(n− 1)P (Dn
C = Dn

k |Dn
k )(n− 1)/ne−n+

+(n− 1)P (Dn
C = Dn

k |Dn
k )(n− 1)/ne−n ≤

≤ (−1)1/n(1− e−n) + 2(n− 1)(n− 1)/ne−n ≤
≤ −(1− e−n − 2(n− 1)2e−n)/n.

Niech
l(n) := n/(1− e−n − 2(n− 1)2e−n),

h1(n) := 2n.

Zatem
E[dn(ξn

k+1)− dn(ξn
k )|dn(ξn

k )) ≤ −1/l(n),

E[dn(ξn
k )− dn(ξn

k+1)|dn(ξn
k )) ≥ 1/l(n)

Wtedy przy n −→∞, l(n) ≤ h1(n) = O(n).
Otrzymali±my wi¦c, »e

E[dn(ξn
k )− dn(ξn

k+1)|dn(ξn
k )] ≥ 1/h1(n).

Ponadto

limn→∞ h1(n) > 0.

Udowodniªem wi¦c, »e ci¡g zmiennych losowych {dn(ξn
k ) : k = 0, 1, 2, ...}

speªnia zaªo»enia (i) oraz (ii) Tw.2.3, zatem

E[τn|ξn
0 = X] ≤ h(n),

gdzie h(n) = O(n2).
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Rozdziaª 3

Praktyka potwierdzaj¡ca teori¦

Do testowania przykªadów skorzystam z powszechnie wykorzystywanej
biblioteki do algorytmów ewolucyjnych GALib (Genetic Algorithm Library),
dost¦pnej na stronie http://sourceforge.net/projects/java-galib/. Jej auto-
rem jest Je� Smith.

Poka»¦ kod, wykorzystuj¡cy t¦ bibliotek¦, potwierdzaj¡c wyniki teore-
tyczne dla przedstawionego powy»ej przykªadu. Na koniec przybli»¦ jak za-
stosowa¢ algorytmy do szerszej i ciekawszej klasy problemów.

3.1 Testy dla przykªadu z jednowymiarow¡ bryª¡
Poni»ej przedstawiam ¹ródªa programu napisanego w Javie, realizuj¡cego

powy»szy przykªad. Java jest obecnie najcz¦±ciej wykorzystywanym na ±wie-
cie obiektowym j¦zykiem programowania stworzonym przez �rm¦ Sun Mi-
crosystems (http://java.sun.com/).

W celu uruchomienia programu zainstalowa¢ nale»y ±rodowisko Java, do-
st¦pne na stronie http://java.sun.com/javase/downloads/index.jsp. Do wy-
godnego pisania w nim programów warto ±ci¡gn¡¢ te» jedno ze ±rodowisk
programistycznych takich jak Eclipse (http://www.eclipse.org/), utworzy¢
w nim projekt, którego ¹ródªa znajduj¡ si¦ poni»ej oraz doª¡czy¢ do niego
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wspomnian¡ bibliotek¦.
Dziaªanie programu (Rys.3.1) przedstawia si¦ nast¦puj¡co. Wszystko roz-

poczyna si¦ od wykonania funkcji main (linia 31). Nast¦pnie deklarowany jest
obiekt bryla1D (linia 32), na którym okre±lone s¡ operatory genetyczne zde-
�niowane w bibliotece GALibrary (doª¡czonej w linii 1). Potem ustalana jest
wielko±¢ populacji (linia 34), a nast¦pnie (linie 35-38) tworzone s¡ obiekty
reprezentuj¡ce bryª¦ (tutaj wykonuje si¦ konstruktor zde�niowany w liniach
15-29). Dla ka»dego z nich uruchamiany jest w¡tek przetwarzaj¡cy popu-
lacj¦ zgodnie ze zde�niowan¡ (linie 5-13) funkcj¡ przystosowania. W tym
przypadku funkcja zlicza ilo±¢ bitów równych 1 w reprezentacji danego chro-
mosomu. Rozmiarem problemu jest tu n = sizeOfChrom, czyli wielko±¢
chromosomu, zmieniaj¡cego si¦ w programie od n = 4 do n = 500.

Zamieszczone poni»ej wykresy, skonstruowane przy pomocy narz¦dzia
Matlab, przedstawiaj¡ zale»no±¢ czasu dziaªania (w milisekundach) algo-
rytmu od wielko±ci chromosomu, przy ustalonej liczbie chromosomów w po-
pulacji. Na czerwono dopasowany jest wielomian. Zgodnie z Tw.2.4 jest on
rz¦du O(n2). Jego wspóªczynniki a2, a1, a0 otrzymaªem, wykorzystuj¡c ko-
mend¦ narz¦dzia Matlab a = polyfit(X, Y, 2), gdzie X jest wektorem prze-
chowuj¡cym rozmiary chromosomów, a Y odpowiednio wektorem czasów
dziaªania algorytmu. Dla uzyskanych wyników obliczam ±redni bª¡d oraz
maksymalne odchylenie od warto±ci przewidzianego wielomianu. Dla ka»dego
wspóªczynnika obliczam równie» testy jego istotno±ci.
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Rysunek 3.1: Kod ¹ródªowy
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Rysunek 3.2: Wielko±¢ chromosomu wynosi 10. Dopasowany wielomian h(n) =

0.0020 · n2 − 0.0104 · n + 8.9442,

�redni bª¡d: 0.0701458 sek.
Maksymalny bª¡d: 1.374 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 0,466374097 0,641153753
a1 -0,059153024 0,952854195
a2 6,017769436 3,45296E-09

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.
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Rysunek 3.3: Wielko±¢ chromosomu wynosi 20. Dopasowany wielomian h(n) =

0.0053 · n2 + 0.0717 · n + 22.3785,

�redni bª¡d: 0.0701458 sek.
Maksymalny bª¡d: 1.374 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 0,51728339 0,60519035
a1 0,18058007 0,856771407
a2 6,919111763 1,41821E-11

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.
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Rysunek 3.4: Wielko±¢ chromosomu wynosi 30. Dopasowany wielomian h(n) =

0.0141 · n2 − 1.9596 · n + 174.6478,

�redni bª¡d: 0.2701193 sek.
Maksymalny bª¡d: 7.7737 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 2,050787639 0,040815708
a1 -2,508340901 0,012449987
a2 9,351295947 3,02575E-19

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.
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Rysunek 3.5: Wielko±¢ chromosomu wynosi 40. Dopasowany wielomian h(n) =

0.0039 · n2 + 3.8817 · n− 164.9574,

�redni bª¡d: 0.2996259 sek.
Maksymalny bª¡d: 5.0218 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 -2,081933889 0,037863708
a1 5,340347245 1,41888E-07
a2 2,775895751 0,005714309

Maªe warto±ci-p dla wspóªczynników a1 oraz a2 oznaczaj¡, »e odgrywaj¡ one
znacz¡c¡ rol¦.
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Rysunek 3.6: Wielko±¢ chromosomu wynosi 50. Dopasowany wielomian h(n) =

0.0175 · n2 − 0.0222 · n + 77.1842

�redni bª¡d: 0.3318902 sek.
Maksymalny bª¡d: 3.9963 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 0,891175386 0,373269804
a1 -0,02800131 0,977672437
a2 11,4067119 6,57945E-27

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.
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3.2 Testy dla przykªadu z wielowymiarow¡ bryª¡
Przejd¦ teraz do przykªadu z �gur¡ przy wi¦kszej ilo±ci rozpinaj¡cych j¡

wektorów (Z > 1), a wi¦c równie» do mo»liwo±ci interpretacji jej w prze-
strzeni dwuwymiarowej czy trójwymiarowej.

Pomysªem na zastosowanie biblioteki GALibrary w tym przypadku jest
potraktowanie chromosomu jako zbioru zbudowanego z tych wektorów. Ka»dy
chromosom zbudowany b¦dzie z Z kolejno ustawionych po sobie ci¡gów ze-
rojedynkowych o dªugo±ci M = 2n.

W tym przypadku funkcja przystosowania wyªuskuje z takiej postaci chro-
mosomu wektory, dziel¡c chromosom na Z cz¦±ci, po czym przy ustalonych
kierunkach oblicza dla nich pole powierzchni (lub obj¦to±¢ w przypadku 3D)
rozpinanego przez nie wielok¡ta (wielo±cianu). Dla prostoty oblicze« zakªa-
damy, »e k¡ty pomi¦dzy kolejnymi kierunkami rozpinaj¡cych wektorów s¡
takie same i wynosz¡ α.

Warto±¢ przystosowania osobnika dla dwóch wymiarów wyra»a si¦ wi¦c
wzorem

Z∑
i=0

(1/2) · v(i) · v((i + 1)modZ) sin(α)

i jest sum¡ pól wszystkich trójk¡tów zbudowanych na s¡siaduj¡cych wekto-
rach, z których zbudowany jest wielok¡t.

W celu analizy zªo»ono±ci obliczeniowej tego przykªadu metod¡ po±lizgu
nale»y zna¢ rozwi¡zanie optymalne. Najwi¦ksze pole powierzchni (obj¦to±¢
w 3D) ma oczywi±cie �gura, w której wszystkie wyznaczaj¡ce j¡ wektory
maj¡ maksymaln¡ dªugo±¢. Wynika to z prostego spostrze»enia, »e ka»da
inna �gura jest w niej zawarta.

St¡d

x∗ = (1...1︸︷︷︸, ..., 1...1︸︷︷︸)

zªo»ony jest z Z grup jedynek po n/Z ka»da.
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Rysunek 3.7: Wielko±¢ chromosomu wynosi 20. Dopasowany wielomian h(n) =

0, 0024887 · n2 + 0, 401304838 · n− 16, 14821243.

�redni bª¡d: 0.2701193 sek.
Maksymalny bª¡d: 7.7737 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 -0,261275924 0,794063289
a1 1,706687657 0,088939626
a2 13,2296369 1,20563E-31

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.
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Rysunek 3.8: Wielko±¢ chromosomu wynosi 40. Dopasowany wielomian h(n) =

0, 008949 · n2 − 0, 71547 · n− 19, 64421.

�redni bª¡d: 1.2188 sek.
Maksymalny bª¡d: 3.5111 sek.

Testy istotno±ci wspóªczynników:

Wspóªczynnik t− Stat Warto±¢-p
a0 -0,044269999 0,964719341
a1 -0,423809653 0,672015598
a2 6,626279638 1,64844E-10

Maªa warto±¢-p dla wspóªczynnika a2 oznacza, »e odgrywa on znacz¡c¡ rol¦.

27



Rysunek 3.9: W celu zasymulowania powy»szego problemu w trzech wymiarach
napisaªem program (w j¦zyku C++). Wizualizacja jego dziaªania, podczas któ-
rego wy±wietlane s¡ zmiany bryªy pod wpªywem operatorów genetycznych przy
rozmiarze n = 64 przedstawiona jest poni»ej.
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3.3 Inne zastosowania i wnioski
Gªównym obszarem zastosowa« algorytmów ewolucyjnych jest optyma-

lizacja. Mo»na wyobrazi¢ sobie mody�kacj¦ rozwa»anego przeze mnie pro-
blemu poprzez zde�niowanie funkcji przystosowania jako ilorazu pola po-
wierzchni (obj¦to±ci) rozwa»anej �gury 2D (3D) do jej obwodu (powierzchni)
czy te» maksymalizacji jej obj¦to±ci przy z góry zadanej powierzchni. Osta-
tecznie de�niowa¢ mo»na funkcje oceny ksztaªtu �gury, dla których analitycz-
nie bardzo trudno znale¹¢ jest rozwi¡zanie optymalne. I cho¢ analiza po±lizgu
nie ma wtedy zastosowania, algorytmy ewolucyjne i tak podsuwaj¡ dobrze
sprawdzaj¡c¡ si¦ metod¦ na szukanie rozwi¡zania z nie do ko«ca wiadom¡
zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡. Zupeªnie tak jak w przyrodzie...
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